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Abschluss des gro3en Themas ,,Funktionale Zusammenhénge* bildet die Integralrechnung. Dabei geht es
darum die Flache, die von einer Funktion und der x-Achse eingeschlossen wird, in einem bestimmten Intervall

Zu berechnen.
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3. Einfache Flachenberechnungen

Beispiel 1:

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2, berechne die Flache im
Intervall 1 = 1; 4].

Losungsweg:

A=f(x) (% — %)
A:23 0 1 2 ] 4 .
A=6FE

FE steht fiir Flacheneinheiten, wie z.B. m2, ha etc. Hier haben wir keine Einheit gegeben, daher formulieren

wir allgemein ,,FE*.

Beispiel 2: y

Gegeben ist die Funktion: f(x)= 3

Berechne die Fl&che im Intervall | = [-1;4]

Losung:

A=1(X) - (x1-x0) =3-5=15FE



Beispiel 3:

Gegeben ist die Funktion f(x) = —2. Berechne die Flache

im Intervall:
[= [2;5].

A=f(x) (x; —xp)

=(=2)-(5-2)
=(-2)-3

=—6FE

Erkenntnis: Flachen kdnnen auch negativ sein!

Beispiel 4: f(x) = % - X I =[0; 3]

A =1(x) - (X1—Xo)

—_ 1 . .
A= 3 X 3
A=45 '
L. 45=225FE /,ﬁ//ﬁii
Beispiel 5:

fe)=x I=[-22]
Orientierte Flache:

Die negative Flache zieht sich von der positiven Fl&che ab:

0 FE

Absolute Flache: Die Flachen werden in Betrag genommen und /V

addiert: 2 FE



Beispiel 6:

f(x)=%x+2 | =[0;4]

4 Ober- und Untersummen

Bisher haben wir nur Flacheninhalte von einfachen, geradlinigen Funktionen berechnet. Nun stellt sich die

Frage, wie wir uns an Flacheninhalte von krummlinigen Funktionen annahern konnen:

Gegeben ist die Funktion f(x) = x* + 1 I

Bestimme die Flache im Intervall I = [ O ; 6], die von der Funktion und

der x-Achse eingeschlossen wird.

Al = (x1—x0)-2,5
Al=(4-1)-25
Al1=75FE

1
A2 = E(xl —x0)-1,5

1
A2=5(4-1)-15

A2 = 2,25

A =975FE



Eine erste Ann&herung an den Flacheninhalt erhalten wir tber die Unter- oder die Obersumme. Dabei zeichnet

man Rechtecke an die Funktion, die sich leicht berechnen lassen.

Untersumme I Obersumme

Nachteil: Wie man sieht, erhdlt man nicht den exakten Flacheninhalt, sondern der errechnete Inhalt ist
entweder zu Klein (Untersumme) oder zu grofl3 (Obersumme). Wie wir das Verfahren verbessern kénnen,

uberlegen wir spéter. Zunachst berechnen wir den Flacheninhalt, indem wir zwei Rechtecke einzeichnen:

Untersumme mitn=2

A2:A1+ Az

A =3-f(0)+3-f(3)
A, =3-[f(0) + f(3)]
mit f(x) = x2 + 1 gilt; A, =3-[024+1+ 32+1]=3-[02+1+ 32+1]=3-11=33FE

Formulieren wir dies etwas allgemeiner, um evtl. eine Formel in Abhéngigkeit der Anzahl von Rechtecken zu
erhalten: Hier war n = 2. Unser Intervall hat eine L&nge von 6. Daher gilt fir die L&nge der einen
6

Rechteckseite: 3 = 5

Fur den x-Wert, den wir bei der Untersumme jeweils in die Funktion f(x) einsetzen gilt:

0-

N |

=0und1- g = 3. Daraus folgt:



A, =3-[(0-3)2+1+(1-3)>+1]=33FE.

Etwas genauer wird der Flacheninhalt, wenn wir 3 statt 2 Rechtecke nehmen:

Untersumme mitn =3

e (09'4) 5 (69§ (@Y

A3 =2-(0-2)*+1+2-(1-2)*+1+2-(2-2)*+1
A;=2-[(0-2)2+1+(1-2)*+1+(2-2)*+1]
A =2-[(0*+1+(2)?*+1+ (4)*+1]
A;=2-[1+4+1+16+ 1] =46FE

Nun ist der Flacheninhalt schon groRer. Eine weitere Verbesserung ware n = 6:

Untersumme mitn =6

2
A =200-+1+ (1 +1+@2- 9 +1+(3-5) +1+ @ D +1+(5- )7 +1]

Ag=1-[(0-1)°+1+ 1 -1)°4+1+ 2 -1)?+1+ @ - 1)?+1+...4(4 -1+ 1)+ (5-1)>+ 1]
A =1-[(0°+14+(1)°+14+ 2 +1+(B)2+1+ @2 +1+5+1]

Ag=[6+0+1+ 4+9+16+25]=61FE



Klar, je mehr Rechtecke wir berechnen, desto genauer wird der Flacheninhalt. Am besten arbeitet man mit
unendlich vielen Rechtecken. Also n — . Dies erinnert an die Differentialrechnung. Bei der x-Methode bzw.
h-Methode haben wir die Steigung zwischen zwei Punkten berechnet. Diese haben wir immer enger
angenahert bis der Abstand am Ende gegen unendlich Kklein lief. Der Grenzwert, gegen den die Steigung ,,lief,
ergab die Steigung in dem Punkt. Auch hier nehmen wir immer mehr Rechtecke und nahern so den
Flacheninhalt immer mehr an den eigentlichen Fldcheninhalt an. Der (Grenz-)Flacheninhalt, an den sich dies

annéhert, ist der Flacheninhalt unter der Funktion. Formulieren wir unsere Formel erst einmal allgemein.

Untersumme allgemein: n =n
6 6\° 6 6\° 6 6\° 6 6\>
ap==-((0-2) #) 42 ((12) +1)+2o((22) +1)+2+((35) +1)+-
n n n n n n n n

© 1 62 1
t—- (=1 -2+ 1)

6
Anza

0.9 14094142 94146 Y41 1241
O+ 141+ 14+ @2+ 1+ B )+ T+ (1= 1) )+ 1]

An dieser Stelle wird Kklar, dass man den Flacheninhalt nicht einfach schnell berechnen kann. Meist benétigt

man die Summenformeln, die im Kapitel ,,Folgen und Reihen* behandelt wurden. Betrachten wir hierzu ein

etwas einfacheres Beispiel:

Gegeben ist die Funktion f(x) = x2 berechne den Flacheninhalt im Intervall I = [0 ; 1] mit der Untersumme.

Nahern wir uns zur Ubung zunéachst mit n = 2 an:

m=y(03) +5(13)

272 2 2 2
A=y 4 L (1)2
) 2 \2



Fur n = 3 ergibt sich:

Fur n = 4 ergibt sich:

FUr n = n ergibt sich:

2 2 2 1

1 1\ 1 1 1 1 1 1 1
=t (0 ) L) e Yyl 3 el (@
n n n n n n n n n n

1 , 1 N 1 /2\2 1 /3\? 1 /m—1\?
An=_.(()) +_.<_) +_.<_> _|__.(_> +...+_.< )
n n n n n n n n

p=be () B e 5,

»Spalten* wir die Briiche auf:

b (52 s () () e (Y]

n n



2
. 1
Nun klammern wir (;) aus:

2 2 2 2 2

B w st o) oo

1
An:H'

13
An=(3> [024+12+224 3%+ -+ (n—1)%

Hier kommen wir leider nicht weiter, da wir mit der unendlichen Summe (+...+) nicht rechnen kénnen:

Aus dem Kapitel ,,Folgen und Reihen* kennen wir aber noch die Summenformel, die wir mit vollstdndiger

Induktion hergeleitet haben:

02 +12+224+3%+ -+ (n—1)*==-(n—1)-n-(2n— 1)
Setzen wir dies in unsere Untersumme ein:
Anz(%)3 2.(-1-n-(@2n-1)

A== - %-(n—l)-n-(Zn—l)

n3

Die nd aufgeteilt:

Av=g (1= 12D

Hier haben wir eine allgemeine Formel. Nun kdnnen wir n gegen unendlich gehen lassen und erhalten den
exakten Flacheninhalt:

i (a-911-e-3)= 201G - it



Aufgabe: Berechne die Obersumme von f(x) =x2undn=2,n=4,und n=nim Intervall 1 = [0 ; 2].

Obersumme mit n=2

A=A +A,
A=1-f(1)+1-f(2)
2.1.22,2.5.2):
A=y (g Py (29
A=1-(12+422)=5FE

Obersumme mit n=4
A=A +A+A+ A,

:D,S-f{ﬂ,5}+ﬂ,5-f[ 1)+0,5-f(1,5)+0,5-f(2)
A:g.[l.g]zJ,g (2- _]2 g (3- _J2+g (4- g]z
4 4" 4 4

A=0,5-(0,52+ 12+1,52+22]_3,?5 FE

Obersumme mit n=n

AHZE (1 .g]2+g. {2.3}2+E (3 .E}z+___+g. {{n—l}' 3}2
n n n n n n In

=k =

A=

Tl

[{1 _2}2_'_{2_3]2_'_[3 'gjl?-+...+{[n—ljl-gjlz]
n n n n

5 Die Flacheninhaltsfunktion

Unter der Flacheninhaltsfunktion verstehen wir die FunktionA, (x), die zu einer gegeben Funktion und zu

jedem x des Intervalls | = [0 ; x] den Flacheninhalt angibt.

Beispiel 1:

Gegeben sei f(x) =2

Wie oben schon berechnet, lautet die gesuchte Flacheninhaltsfunktion: A, (x) = 2 - x
Sei x = 2, also der Flacheninhalt im Intervalls I = [0 ; 2], dannist A, (2) = 2 -2 = 4 FE.
Sei x = 3, also der Flacheninhalt im Intervalls I = [0 ; 3], dannist A, (3) = 2 -3 = 6 FE.

Im Grunde rechnet man wie bisher nur dass wir X statt einer konkreten Zahl nehmen.

11



Beispiel 2:

Gegeben sei f(x) = %x

1 1 1 1
Ag ) =5 - f(x) -x=2-3x -x=-x?

Seix=1=> A, (1):%. 12:% FE

Seix=6=> A (6) =< - 62=2=6FE

Beispiel 3:

f(x) = x

2 1 1 1,
o (%) = > fx)-x = 2% X=X

Beispiel 4:

fx)=x+2

1
Ag() = 2x+ 5 [(f() = 2) ]

=2x+%[((x+2)—2)-x]

=2x+zx-
X ZXX

1
Ap(x) = Exz + 2x

Etwas schwieriger ermittelt man die Flacheninhaltsfunktion fir y = x?2 .

Mit Obersumme gilt:

o = X[E @I (D e (0]

2

X
=g (12 4+ 224 -+ n?)

SR



Hier verwenden wir wieder die Summenformel aus dem Kapitel Folgen und Reihen:

x3 nm+1) (@2n+1)

n? 6
_ x} mn n+1 2n+1
6 n n n

X n n 1 2n 1
SEAC N
6 n n n n n

Nun wieder n gegen unendlich: A,(x) = lim 0,
n-—-oo

X 2 1
—1-1-2==-x3==x°
6 67 — 37
Ao(X) - = x3
Mdchten wir nun den Flacheninhalt nicht nur im Intervall 1 = [a ; b] , also nicht

bei 0 beginnend, berechnen so teilen wir das Intervall in 11 =[0;a]und I, =[0

; b] auf und subtrahieren I — 11.

Gegeben sei f(x) = 3 Berechne die Flache im Intervall Intervall | = [2 ; 6]

Intervalls | = [0 ; 2], dannist A, (2) =3 -2 = 6 FE.

Intervalls 1 = [0 ; 6], dannist Ay (2) = 3 -6 = 18 FE.

Nun berechne FE(6) — FE(2) = 18 FE — 6 FE = 12 FE.



Aufgabe

a) Wie lautet die Flacheninhaltsfunktion A,(x) zur unteren Grenze O fur die Funktion: f(x) = gxz?

b) Wie grol? sind die Flacheninhalte zwischen dem Graphen von f und der x-Achse tber den Intervallen
[0; 1] und [0;2]?
c) Wie groB ist der Flacheninhalt Gber dem Intervall [1; 2]

Losung:

1
a) Ag(x) =5x° Fur das Intervall [0; 1] betragt

.. 1
b) Fir das Intervall [0; 1] A4,(1) = 313 = der Inhalt der Flache S FE

Fir das Intervall [0; 2] betragt der Inhalt
der Flache  FE

Olw VIlkr

Fir das Intervall [0;2] A4,(2) = 323 =

c) Der Inhalt ergibt sich, indem man den Inhalt vom Intervall [0; 1]von dem Inhalt vom Intervall [0; 2]

subtrahiert.
. Fir das Intervall [1; 2] betrégt der Inhalt

L — 7
9 9 o9 der Fléche;FE

6 Einfache Stammfunktion

Stellen wir die Funktionen und ihre Flacheninhaltsfunktionen aus dem vorherigen Kapitel noch einmal

gegentber.

Ay (x) = 2x f(x) = 2

Ay (%) = %XZ f(x) = x

Ag (X) = =x? f(x) = >

14



1
Ay (X)=§X2+2X fx) =x+2

Ay (X) = % x3 f(x) = x?
Man kann beobachten, dass die Ableitung der Flacheninhaltsfunktion A (X) zu der eigentlichen Funktion f(x) fihrt.

Dies bringt uns zum Begriff der ,,Stammfunktion®:

Unter einer Stammfunktion F(x) verstehen wir diejenige Funktion, die abgeleitet f(x) ergibt, also F*(X) = f(x).

Beispiel: Sei f(x) = 2x.

Dann ist F(x) = x2 eine Stammfunktion, da die Ableitung von F(x) = x2 gleich f(x) = 2x.

Dabei gilt, dass jede Funktion f(x) unendlich viele Stammfunktionen besitzt.

Beispiel:
F(x)=2x+1
F(x) =2x + 2
F(x)=2x+3
USW.

sind alles Stammfunktionen zu der Funktion f(x) = 2. Daher schreiben wir ausfuhrlich F(x) = 2x + C.

Stammfunktionen dieser Form bezeichnen wir auch als unbestimmtes Integral.

Nun einige Funktionen und Stammfunktionen:
Ahnlich wie bei den Ableitungen gibt es auch fiir Stammfunktionen Regeln, wie man diese findet.

Klar von den Ableitungsregeln her, sind folgende Félle:

15



f(x)=2istF(x)=2x+C,daF'x)=2x+ C=f(x) =2
f(x) =0 ist F(x) = C, da z.B. umgekehrt gilt: F'(x) =2 =>f(x)=0
Fur weitere Funktionen gilt folgende Regel:
f(x) = X" =>F(x) = — x"*1 +C
Beispiel:
f(x) =x bzw. f(x) =x!  Nach der Regel geht man folgendermaRen vor:

Man erhéht den Exponenten um 1 und schreibt dies in den Nenner vor den Bruch!

f(x) =x und F(x) = x1t1+C =>F(x)== x + C. Leiten wir F(x) wieder ab, dann erkennen wir, dass
F(x) wirklich die Stammfunktion von f(x) ist:
F(x) :% x*+C =>F(x) :g xt =>f(x) = x

Weitere Beispiele:

1

a) f()=x2 =>F(x) == x?*1+C =>F(x)=;x°+C

N W

b) f(x)=2x2=>F(X) = == x?*1 +C =>F(x)== x* +C

w

2

c) f(x)=2x3=> F(x)::: x3t1+C :>F(x):zx4+C:>F(x):%x4+C

16



Weniger ausfiihrlich die weiteren Beispiele:

f(x) = 6x + 2 F(x) =3x?4+2x+C -
f(x)=%x2 F(x) = %x3+C F(x) = %x3+C
fx) =2x5 F(x) = = x6+C F(x) = = x5+C
flx) = x2 F(x) = _il x1+C F(x) = —§+ C
fx) = x* Fx)= = x3+C F(x) = ——5+C
F@ == fW=257 | F@=ix?+C | Fa)= —eC
f) =x F) = 22 F(x) = 3x0+ C Fe =23+
f) = Va2 FO0) = 00 F(x) = §x§+ C |Fw=i¥F+C

Bei der Ableitung der Sinusfunktion haben wir folgenden Kreis aufgestellt:

sin(x)

-c0s (X) cos(x)

-sin(x)

Gilt fur f“(x) =sin(x) =>f(x) = cos (x) ist, so findet man die Stammfunktion umgekehrt:

f(x) =sin(x) =>F(x) =-cos (x) +C

Bemerkung: Umgangssprachlich hort man oft den Ausdruck ,,Aufleiten®, den man aber eher vermeiden sollte.

Besser: ,,Wir ermitteln die Stammfunktion.*

17



7 Umkehrung der Faktor-, Summen- und Kettenregel

Zur Erinnerung:
Faktorregel: Sei f(x) = a - g(x), dann gilt: f'(x) =a - g‘(x)

Beispiel: Sei f(x) =2 - x3, dann gilt: f*(x) = 2 - 3x2

Summenregel: Sei f(x) = g(x) + h(x) , dann gilt: f'(x) = g‘(x) + h‘(x)
Beispiel: Sei f(x) = x* + 3x, dann gilt: f*(x) =3x?+ 3

Die Umkehrung der beiden Regeln haben wir schon in Kapitel 5 angewendet. Etwas interessanter ist die

Umkehrung der Kettenregel:

Beispiel: f(x) = sin(2x + 3), dann gilt: f'(x) =2 - cos(2x + 3)
Umgekehrt gilt: f(x) = cos(2x +3) F(x) = - sin(2x + 3)
Probe: Sei F(x) = %sin(Zx + 3). Daraus folgt F(x) =2 - %cos(Zx + 3) = cos(2x + 3).

Diese Anwendung funktioniert nur, wenn die innere Funktion (2x + 3) linear und nicht quadratisch (2x2 +3)
oder noch hoher ist.

Weiteres Beispiel:
Sei f(x) = cos(4x + 3) daraus folgt: F(x) = isin(4x + 3) bzw.

Formulieren wir die Regel allgemeiner:

Sei f(x) = f(ax + b)  daraus folgt: F(x) = 2 F(ax + b)

Weiteres Beispiel: Sei f(x) = (2x - 4)3 daraus folgt:  F(x) = 2—2 -(2x—4)* = % (2x — 4)*

1

Allgemein: f(x) = (ax + b)° daraus folgt: ————=

(ax + b)c*t?!

18



Aufgabe: Ermittle die Stammfunktion der folgenden Funktionen:
a) Sei f(x) = -sin(3x -2) b) f(x) = (-2x + 4)? 0)f(x) =V3x+4
Losung:

a) F(x)= §c05(3x —2) bzw.

b) F(x)= —=-(=2x+4)3=—=- (~2x +4)°
c) Schreiben wir noch einmal die Funktion um: f(x) = (3x + 4)5

3
Daraus folgt: F(x) = é (Bx+4):z= E(Sx + 4)15
2
Aufgabe: Zeige, dass F(x) = x2 eine Stammfunktion der Funktion f(x) = 2x ist.

Losung: Oft ist dies einfacher zu zeigen, wenn man die Stammfunktion ableitet und zeigt, dass dies zur
Funktion f(x) flhrt.

Sei F(x) = x2, dann gilt: F'(x) = 2x = f(x).

=> F(x) ist eine Stammfunktion.

8 Die Stammfunktion der e-Funktion und der In-Funktion

Wiederholen wir zunédchst die Ableitungsregeln:

Sei f(x)=e”. Dannistauch f'(x)=e”.Schwierigere Funktionen leitet man mit der Kettenregel ab. Dabei

koénnen wir nur e-Funktionen ableiten, deren Hochzahl linear ist und nicht quadratisch, kubisch oder noch

hoher ist.

Beispiele firr e-Funktionen mit linearer Hochzahl: f(x) = e>* oder f(x) = e3*~2 im Gegensatz zu e-

Funktionen mit hoherer Hochzahl: f(x) = e5*“oder f(x) = e3*2.

19



Fir die Ableitung von f(x) = e3* gilt: f'(x) = e3*-3. ,Nichtlineare e-Funktionen“ wie f(x) = e3*
kdnnen wir (noch) nicht ableiten. Bei zusammengesetzten Funktionen leitet man nach den bekannten Regeln,
z.B. Produktregel ab:

flx)=e3*2x=>f"(x) =e3*-3-2x + e3*-2=¢e3"-(6x +2).

Auch die In-Funktion leitet man mit der Kettenregel ab und auch hier kdnnen wir nur ,.lineare In-Funktionen*

ableiten. Beispiele:
1

Sei f(x)=In(x), dann ist f'(x)=§ Beispiel: f(x) = In(3x), dannist f'(x) = % 3=~

Aus der Wiederholung ergeben sich folgende Regeln flr das Bilden der Stammfunktionen:

Stammfunktionen kdnnen wir mit unserem jetzigen Wissenstand nur angeben, wenn die Hochzahl

der e-Funktion linear ist.

Sei f(x)=e™", dann folgt daraus F(x):%e"‘X+C + C.

Auch hier gilt die Umkehrung der Kettenregel:

Beispiele
f(X) F(X)
f(x) = e F(x) = g e+ C
f(x)=20 e!™ F(x) = % 210X =9 ol0x 4
f(x)=4 > F(x) ==+ C
f(x) = e2*3 F(X) =5e2+C
o) = & FO)= —1- e™**+C

20



Nehmen wir als ndchstes die Funktion f(x) = % :

Die bisherige Anwendung der Regeln scheitert, wie folgende Rechnung zeigt:

fl)==x"

P

daraus wirde folgen: F(x) = %xo, wobei man hier durch 0 teilen wiirde.

Hier hilft uns die folgende Regel:

Fur die In-Funktionen gilt:

Eine Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = %,x # 0, ist die Funktion F mit F(x) = In(|x|) + C

Beweis:

Beispiele:

a) Sei f(x)= % =>f(x) =2 -iDaraus ergibt sich: F,y = 2 - In(|x|) + C
b) Sei f(x) = i = f(x) = %x Daraus ergibt sich: F(,y = %ln(|x|) +C

Klar: Fir Sei f(x) = %egibt sich das Problem nicht, da der Exponent nicht O wird, wenn man die
Stammfunktion bildet.

Beweis:

Vorbemerkung: Aus dem Skript ,,e-Funktionen® wissen wir, dass gilt: e® = x mit x > 0 fir In(x)
e!"®) = x Nach der Kettenregel abgeleitet:
"™ . In'(x) =1
=x-ln"(x) =1
g 1
=>In'(x) = "

Also aus In‘(x) zi folgt im Umkehrschluss: Ist f(x) = i , dann gilt F,) = In(|x|) .

21



Ohne Beweis fuhren wir folgende weitere Regel fiir den speziellen Fall, dass der Z&hler einer Funktion die
Ableitung des Nenners ist, ein:

€3]

vr
v(x)

Eine Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = ,x # 0, ist die Funktion F mit F(x) = In(Jv(x)|) +C.

Beispiel: Sei f(x) = — F(x) = In(|2x])

9. Beweis des Zusammenhangs A’o(x) = f(x) (LK)
Bisher haben wir nur vermutet, dass die Ableitung der Flacheninhalt wieder zu der eigentlichen Funktion f(x)

fuhrt.

Satz: Sei f eine nicht negative, differenzierbare Funktion. A0 sei die Flacheninhaltsfunktion von f zur unteren

Grenze 0. Dann gilt:

Ao (x) =f(x) Kilar ist Ubrigens, dass gilt: Ag(0) =0

Zeigen wir das nicht nur im Intervall von [0,x] , sondern gleich

N

allgemeiner im Intervall [x , x+h]. Um dies zu berechnen, gilt wie 7
oben schon gezeigt: Ao(x+h) - Ao(x). Man berechnet also die Ao 4 /
Flache auf dem Intervall [0, x+h] und subtrahiert davon die foem
Flache auf dem Intervall [0, x].

L ATE I

{ea /

x x4 h ?

Da f eine differenzierbare Funktion ist, ist sie auch stetig. Das bedeutet, dass f in jedem abgeschossenen
Intervall [x , x+h] ein Minimum und ein Maximum besitzt. Somit gibt es eine minimale Flache A1 = min - h

und eine maximale Flache A2 = max - h, die die Flache Ao(x+h) - Ao(X) einschlieft.
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Somit gilt:
A1 < Ag(x+h) - Ao(x) < A2
=>min - h < Ao(x+h) - Ao(X) <max-h  Geteilt durch h ergibt sich:

min <

Ag(x+h)—A
olx ; "(X)Smax

Lassen wir nun h gegen 0 laufen, dann erkennen wir folgendes.

Die minimale und maximale Fliche verdiinnen sich, bis sie nur noch ein ,,Strich* mit der Hohe f(x) sind.

Ag(x+h)—Ag(x) Ag(x+h)—Ag(x)

ist ja der Differenzenquotient der h-Methode. Daher schreiben wir: = Ao (X).

Zusammengefassth — 0

Ap(x+h)—Ap(x)

min < < max

f(x) <

AO (-x+h) —Ao(x) < f(X)
h =

Also folgt daraus: Ao (x) = f(X)

10 Auf dem Weg zum Hauptsatz der Integralschreibweise

Definition: Die Funktion f sei stetig auf dem Intervall [a ; b] und es gelte
A, =f(z1) Ax+ f(z)) - Ax + -+ f(z,) - Ax
Sei eine beliebige Rechtecksumme zu f Uber dem Intervall [a;b].

Dann heil’t der Grenzwert limA,, Integral der Funktion f zwischen den Grenzen a und b.

n—oo

b
Man schreibt daftr fa f(X) dx (lies: Integral von f(x) von a bis b.)
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a ist hierbei die untere Grenze und b die obere Grenze. Das x bei dx bezeichne ich als die Integrationsvariable
und f(x) nenne ich den Integrant. a und b sind die Integrationsgrenzen.

Ist das Intervall 1 = [0 ; b], so kann ich die Flache nun direkt mit der Flacheninhaltsfunktion berechnen. Als
Flacheninhaltsfunktion nehme ich die Stammfunktion. Allerdings ohne die Konstante C

11 Der Hauptsatz der Integralrechnung

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

f sei eine differenzierbare Funktion und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

b b
j Fx) dx = [FOIE = F(b) — F(@) bzw. f F'(x)dx = [F(0IE = F(b) — F(a).
a a

[F(x)]% ist dabei eine Abkiirzung fur Differenz F(b) — F(a)

Beispiel:

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x

Berechne die Flache im Intervall | = [0; 2]

Beispiel: [, f(x)dx = [} 2x dx = EXZ ]Z:[1x2 |2=[29-[07]=4-0=4FE

Gegeben ist die Funktion f(x) = x

Berechne die Fl&che im Intervall | = [1; 2]

2
Beispiel: [, f(x)dx = [[x dx= [5x*| =[32%]-[31*] =2-05=15FE
1
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Bei der Hinflihrung zum
Hauptsatz wurde an-
schaulich mit Gréfien
gearbeitet. Jetzt wird
mit der Definition des
Integrals argumentiert.

Satz 2: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Die Funktion f sei stetig auf dem Intervall [a; b]. Dann gilt:

b
_[f(x)dx = F(b) - F(a) fir eine beliebige Stammfunktion F von f auf [a; b).
a

Beweis von Satz 2: Gegeben ist eine Funktion f und eine beliebige Stammfunktion F von f

iber [a; b).

Man zeigt: Wenn man das Intervall [a; b] in n gleiche Teile Ax teilt (Fig.1), dann gibt es in jedem
Intervall Ax eine Stelle z, mit F(b) - F(a) = nli_rpm [f(z)-Ax+f(z)-Ax+ ... +f(z,)-Ax].

Fiir den Beweis schreibt man die Differenz F(b) - F(a) als Summe von Differenzen:
F(b) = F(a) = (F(x)) = F(xg)) + (F(xp) = F(xy)) + (F(x3) = F(x2)) + ... + (F(X,) = F(X, -1))-

In Fig. 2 ist das Intervall [xy; x3] vergrofiert y y = F(X) /
dargestellt. Dazugezeichnet ist die Sekante F(b)
durch die Punkte (x;|F(x;)) und (x3|F(x3)).
F(Xa) * F(Xz)

X3=X;
Im Intervall [xy; x3] gibt es eine Stelle z3, an
der der Graph von F dieselbe Steigung wie die
Sekante hat (vgl. Tangente in Fig. 2), was hier F(a) R
nicht bewiesen wird. P | x
Es gilt: F/@) - f(z9) = 2502, das heitt, R T
F(xs) = Fxp) = f(23)" (x5 = %) = F(z3)" Ax. Fig-1 g
Da diese Uberlegung fiir jedes Teilintervall durchfiihrbar ist, gilt:
F(b) - F@) = f(z))-Ax + f(zp)-Ax + f(z3)-Ax + ... + f(z,)-Ax.

Sie hat die Steigung

b
Fir n — o ist der Grenzwert der rechten Seite der Gleichung gerade das Integral Jf(x)dx.
a

Der Unterschied zwischen einem unbestimmten und bestimmten Integral fir differenzierbare Funktion f wird

durch die folgende Gegenuberstellung noch einmal verdeutlicht.

Das unbestimmte Integral

ist die Menge aller Stammfunktionen:

ff(x) dx =F(x)+ C.

Das bestimmte Integral

Ist eine reelle Zahl:

b
f f)dx = F(b) — F(a).
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Satz 2: Rechenregeln fiir Integrale
Diese Regeln beschreiben

b b b
die sogenannte Linearitit | ) jc f()dx = c- jf(x)dx b) [(g(0 + h(¥)dx = [g(dx + [h () dx.

des Integrals.

Nachweis beispielhaft fiir a): Es sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt:
b

Jc-f(x)dx = [c-F(¥)]2 = c-F(b) - c-F(a) = c+(F(b) - F(a));

b
¢[00 dx = ¢+ [FO0]° = c+(F(b) - F(a))

12 Flacheninhalte von Funktionen
13 Flacheninhalte zwischen Funktionen

14 Partielle Integration (LK)
Stammfunktion finden mit partieller Integration

Aufgabe: bestimme die Stammfunktion von fa(x) = 2a* x — e~05ax

Partielle Integration: fo uv=[u-v] fo u-v

Wihle als v das, was durch Ableiten ,,emfacher wird.

fa(x) = 2a* ¢ =05t g

3

\% u

u‘ = e—0,5at

1 —
u - e 0,5at

—0,5a
da fir lineare e-Funktionen gilt:
f(X) - e.mx+b
— l . pmx+b
F(x)=—-e

1 .
| —0.5a

<
Il
ml
o
U1
Q
8
N
Q
o~
e—]

<
I

[ 2 s z_x 2 2 _os
—— e at. 2404t —2a f——-e ~at dt
| a a

.42 7 x
_2 2a°t . e—O.Sat _ ZCLZ . (_E)fe—O.Sat dt
a lo a ;

« O\‘k O%R
2 2

O%
s
<
I



N
<
I

u-v

X
of
X
" _ . p—0.5at]* .
fu v=[—4at e "] +4a [
0
X
of

X

[—4at-e‘0'5at]z +4afe‘0'5“t dt

0

—0.5a

[_4at.e—0.5at]’(§ -8 [e—o.Sat]’é

= 4ax - e—0.5ax _ (0 . 1) —8- (e—0.5ax _ 1)

=4ax- e 05ax _g .

15 Substitution

e—O.Sax -8

F(x) = —4ax - e %% —g8 . g=05ax 4 ¢

F(x) = (—4ax —8) - e %% 4 ¢

a) [(x + 1)%dx

u=x+1

f(X)=3 (x + 1)*+C

b) [ e3*~1 dx

u=3x-1

f(x)=3 - e~ 1+C

c) [ cos(2x) dx

u=2x

f)="22+ C

d) f3_i1 dx u=3x+1
f(x)=In(|3x+1|)+C
e) [sin(10x — 3) dx u=10x-3

f(X)= -cos(10x-3)-= + C
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f) u=5x +5
feSHde F(x) = % ceSXt5 4 ¢
)] u=2x*+ 2
f4x-sin(2x2+2)dx F(x) = —cos(2x* +2) + C
h) u=x
f3x2 - e dx F(x) = e+ C
i) u=x%+ 2
f2x5-cos(x6+2)dx F(x)=§-sin(x6+2)+C
J) u=x*+1
f3x-sin(x2+1)dx F(x)=—;-cos(x2+1)+C

16 Uneigentliche Integrale

Bei der Untersuchung von unbegrenzten Flachen auf einen Inhalt untersucht man Integrale mit einer
variablen Grenze und einer festen Grenze wie fff(x)dx oder wie fjf(x)dx auf einen Grenzwert fir z -

+oo bzw. fiir z — ¢ (c ist eine Konstante). Existieren die Grenzwerte, schreibt man: lim fff(x)dx bzw.
Z—00

lim [} f(0)dx = [ f(odx.

Diese Integrale, die sich als Grenzwert ergeben, nennt man uneigentliche Integrale.

Nach rechts unbegrenzte Flache:

Um den Inhalt der nach rechts unbegrenzten Flache in Fig. 1 zu untersuchen, berechnet man zunéchst mit der

variablen rechten Grenze den Inhalt der Flache tber dem Intervall [1:z]

z 2 2 2 2

Da A(z) -> 2 fir z -> +oo gilt,

ist der Fl&acheninhalt der unbegrenzten Flache in Fig. 1 A=2

Nach oben unbegrenzte Fléche:
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Um den Inhalt der nach oben unbegrenzten Flache in Fig. 2 zu untersuchen, berechnet man zunéchst mit der

variablen linken Grenze z den Inhalt der Flache tiber dem Intervall [z;3].

3
-2 2 3

2
A(z) = J‘x—zdx= [7]2 = —§+§

zZ

DaA(z) » +ooflrz—>0und (0<z<3) ... erginzen!

17 Volumen von Rotationskdrpern

Skriptende
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